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                           Введение. Цели и задачи курса «Динамика и                                                                                       

                                                                                                                

                     регулирование гидро- и пневмосистем» 

 
Динамический расчет позволяет существенно ослабить или ис-

ключить, или существенно уменьшить вибрации элементов привода, 
обеспечить стабильность скорости подвижных элементов оборудования 
при различных возмущающих воздействиях. Поэтому вопросы динамики 
гидро- и пневмопривода и выбора их конструктивных параметров с уче-
том переходных процессов имеют большое значение [5,6]. 

Учебное пособие содержит основные положения теории ав-

томатического регулирования, методы динамического расчета гид-

равлических и пневматических систем, примеры расчета гидроприво-

да и его элементов на ЭВМ с использованием пакетов MathСad и            

Matlab. 

В динамическом расчете большое внимание уделяется устойчи-
вости отдельных контуров гидро- и пневмосистем, которые способны 
вызвать интенсивные вибрации и шум, а в ряде случаев нарушение рабо-
тоспособности всей системы. В пособии рассмотрены особенности дина-
мического расчета, приведены расчетные схемы гидро- и пневмоприво-
дов для динамического анализа. Уделено внимание следующим вопро-
сам: линеаризация уравнений математических моделей, типовые линей-
ные звенья с примерами из гидро- и пневмопривода; операторная форма 
записи и преобразование Лапласа уравнений математических моделей 
гидро- и пневмосистем, построение типичных для гидравлики амплитуд-
но фазовых частотных характеристик (АФЧХ), построение вещественных 
частотных характеристик. 

Рассмотрены также вопросы устойчивости гидро- и пневмоси-
стем: понятие устойчивости и критерии оценки устойчивости гидро- и 
пневмосистем (ГПС), использование критериев устойчивости, анализ 
устойчивости методом D – разбиения. 

В первом разделе проанализированы типовые схемы гидро- и  
пневмопривода, произведен динамический расчет процесса пуска и тор-
можения гидропривода, дан расчет динамических характеристик с ис-
пользованием пакета MATLAB. 

В последующих разделах осуществлен динамический расчет си-
ловой части гидро- и пневмопривода; проанализировано качество регу-
лирования по результатам расчета переходных процессов. 

Учебное пособие используется студентами специальности 

150802 «Гидравлические машины, гидравлические приводы и гид-

ропневмоавтоматика», а также может быть полезно студентам других 

инженерных специальностей в области машиностроительного гидро-

привода. 
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1. ДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ ГИДРОСИСТЕМ ПУТЕМ  
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

 

Расчет процессов разгона и торможения производится на 
примере гидропривода дроссельного регулирования. 

 

1.1. Расчетная схема 
 
Система уравнений математической модели процессов разго-

на и торможения гидропривода дроссельного регулирования, как 
правило, включает нелинейные дифференциальные уравнения, по-

этому расчет выполняется на ЭВМ. 

Расчетная схема гидропривода показана на рис.1.1, содержит 
насос (Н) постоянной производительности, параллельно которому 

включен предохранительно-переливной клапан (КП). Гидроцилиндр 
(ГЦ) имеет нагнетательную и сливную полости одинаковой площади. 

Местные гидравлические сопротивления нагнетания (МСН) и 
слива (МСС) могут содержать различную аппаратуру (расходомеры, 

распределители, клапаны, дроссели, регуляторы расхода). Система 
разомкнутая и содержит бак (Б), предназначенный для хранения, 

очистки и дегазации рабочей жидкости. 
 

         ГЦ 

 

 

 

 

 
 

                МСН      МСС 
 

               КП        QН 

                

     

         Н 

            Б 

 
Рис.1.1. Расчетная схема гидропривода: ГЦ – гидроцилиндр; МСН – местные со-

противления нагнетания; МСС – местные сопротивления слива; Н – насос; КП – 

клапан предохранительно-переливной; Б – бак 
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1.2. Допущения математической модели 

 

При написании уравнений математической модели сделаны 

следующие допушения: 

1. Волновые процессы в гидролиниях не учитываются; при-

нята модель сжимаемости жидкости, сосредоточенной в нагнетатель-

ной полости гидроцилиндра. 

2. Рабочая площадь поршня в нагнетательной и сливной 

полостях гидроцилиндра принята одинаковой. 

3. Принято давление настройки клапана ркп = const, т.е. 

клапан, обладая идеальной характеристикой, поддерживает постоян-

ное давление в гидросистеме независимо от расхода через клапан. 

4. Расход насоса принят постоянным Qн = const, не завися-

щим от рабочего давления, т.е. утечки в подвижных соединениях 

насоса не учитываются. 

 

1.3. Уравнения математической модели для разгона  

и торможения с учетом сосредоточенной сжимаемости  

жидкости и силы трения, пропорциональной скорости 

 

1. Уравнение движения: R
dt

ds
KppF

s
n  )(

dt

d
М кп2

2

. 

2. Уравнение расходов: сжгцнт QQQQкп  , 

где  жпч MMM  - приведенная к поршню гидроцилиндра масса; 

пчM  - масса подвижных частей и Mж – масса жидкости;  

4

гл

п2

глж
d4

M 











d
dl гл


: 

 - плотность жидкости;  

глl - длина гидролиний;  

глd - внутренний диаметр гидролиний;  

пd - приведенный диаметр поршня; s - перемещение поршня гидро-

цилиндра;  
s  - перемещение поршня; t  - время; 



 5 

2
п п

4
dF 


 - площадь поршня гидроцилиндра;  

кпp - давление настройки клапана;  

24

п

гл

гл

d
5.0 




























 

dt

ds

d

dl
p

гл

 - потери давления в ли-

нейных и местных сопротивлениях;  

Re

64
  - коэффициент гидравлического трения; 

 
dt

dsd





гл

2

п

d
Re  - число Рейнольдса; 

  - коэффициент кинематической вязкости жидкости; 

R – постоянная нагрузка; 

K – коэффициент трения; 
Qкп – расход клапана; 

Qнт – расход насоса теоретический; 

dt

ds
FQ 

Пгц
- расход гидроцилиндра; 

 
dt

dp

E

W

dt

ррd

E

W
Q 


 кп

сж  - расход, вызванный сжи-

маемостью жидкости. 
Начальные условия при пуске:  

0

;0





t

s
    

0

;0





t

dt

ds

       

0

;
02

2





t

a
dt

sd

       
0

;
нткп





t

QQ
     

M

RрF
a


 кпп

0  ,      
0

.0Re





t
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1.3.1. Исходные данные 
 

1. пчM  - приведенная к поршню масса подвижных частей; 

2.   - плотность жидкости; 

3.  глl - длина гидролиний; 

4. глd - внутренний диаметр гидролиний; 

5. пd - приведенный диаметр поршня; 

6.   - сумма коэффициентов местных сопротивлений; 

7. R – постоянная нагрузка; 

8. K – коэффициент трения; 

9. E – приведенный объёмный модуль упругости; 

10. кпp - давление настройки клапана; 

11. S0 – начальное перемещение поршня гидроцилиндра; 

12.   - коэффициент кинематической вязкости жидкости 
 

1.3.2. Преобразование уравнений математической модели 
 

1.3.2.1.  Преобразование уравнения движения 
 

После подстановки значений Re  ,  и р  в уравнение дви-

жения получаем: 

24

гл

пп

4

гл

п

2

п

глпкпп

2

2

5.0

M

32




























































dt
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d
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F

dt

ds

M
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d

d

d

lF

M

RpF

dt

sd





 

или 
2

02
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dt

ds
B

dt

ds
A

M

K
a

dt

sd
, 
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где 

M

RpF
a


 кпп

0 ; 

4

п

2

п

глп32

















глd

d

dM

lF
A


; 

4

пп
5.0

















гл

d

d

M

F
B


. 

 

1.3.2.2. Преобразование уравнения расходов 

После подстановки значений гц
Q  и сж

Q  получаем: 

dt

dp

E

W

dt

ds
FQQ 

пнткп , 

где                                        
2

пп

















dt

ds

F

MB

dt

ds

F

MA
р  , 

или 
2

D 


















dt

ds

dt

ds
Cр , 

где 

пF

MA
C


 ,    

пF

MB
D


 ,  

2

2

2

2

D2
dt

sd

dt

ds

dt

sd
C

dt

dp
 , 

тогда  

2

2

2

2

пнткп

2

dt

sd

dt

ds

E

WD

dt

sd

E

CW

dt

ds
FQQ 





 ; 































3

3
2

2

2

3

3

2

2

п

кп 2

dt

sd

dt

ds

dt

sd

E

WD

dt

sd

E

CW

dt

sd
F

dt

dQ
. 

 

 

1.3.3.  Система уравнений математической модели 
 

 

 

Ввод обозначений: S= Y(1), [м]; 
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dt

ds
= Y(2), [м/с]; 

2

2

dt

sd
= Y(3), [м/с2]; 

3

3

dt

sd
= Y(4), [м/с3]; 

p= Y(5), [н/м2]; 

Re= Y(6), [1]; 

Qкп= Y(7), [м3/с] 

позволяет получить систему семи дифференциальных уравнений 

первого порядка: 

1. )2(
dt

dY(1)
Y , 

2.  2

0
)2()2(

dt

dY(2)
YBYA

M

K
a 








  , 

3.   )3(22)3(
dt

dY(3)
YYBYA

M

K









 , 

4.      )4(2232)4(
dt

dY(4) 2
YYBYBYA

M

K









 , 

5. )3(Y(2)D2)3(
dt

dY(5)
YYC  , 

6. )3(
dt

dY(6)
2

п Y
d

d

гл







, 

7.   )4()2()3(
E

WD2
)4()3(

dt

dY(7) 2

п
YYYY

E

СW
YF 





 . 
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1.3.4. Начальные условия для системы уравнений  
при пуске гидропривода 

 
 

 Начальные условия для системы уравнений при пуске гидро-

привода следующие: 

0

,0)1(





t

Y
    

0

,0)2(





t

Y
   

0

,)3(
0





t

aY
   

0

,)4(
0













t

аА
М

К
Y  

0

,0)5(





t

Y
   

0

,0)6(





t

Y   
0

.)7(
нт





t

QY
 

Уравнения предыдущего раздела могут быть использованы 

также для расчёта процесса торможения при соответствующих 

начальных условиях, записываемых аналогично. 

 

1.3.5.  Последовательность решения уравнений  
математической модели на ЭВМ 

 

  Схема решения системы уравнений в MatLab [2, 3], состоит 

из следующих этапов: 

 1. Написание специальной функции (вектор функции), для 

системы уравнений. 

 2. Вызов подходящего сервера. 

 3. Визуализация результата. 

 Вектор – функция имеет вид: 

Function ),( YtptF  , 

F =[подставить правые части последних уравнений со стр.9]. 

 В первой строке указанно название вектор – функции pt – 

пуск, торможение. В скобках обозначены аргумент t- время и функ-

ция Y(i). Во второй и последующих строках приведены значения пра-

вых частей уравнений системы. Коэффициенты перед Y(i) должны 

быть в численном виде.  

 Файл – функция для вызова сервера и визуализации резуль-

татов решения (в виде графика) имеет вид: 
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Function solvdem №.m, 

;;0;0;
М

К
;;0;0)0(

нт00 















 QаАaY  

    ;)0(,12.0  0,''45, YptodeYT   

Plot (T,Y(:,i),’r’) 

hold on 

grid on 

hold off 

В обозначении функции № - номер функции. В первой строке 

приведён вектор начальных условий. Во второй строке приведена 

вектор-программа для вывода солвера ode45, реализующего метод 

решения Рунге-Кутта четвёртого и пятого порядков точности. 

Обозначение pt вызывает Function F = pt(t,y); в квадратных 

скобках указан интервал счёта от нуля до 0.12 секунды; обозначение 

Y(i), где i – номер функции, см. раздел 1.3.3 «Система уравнений ма-

тематической модели». 

  Приведённый выше метод решения - задача Коши при 

начальных условиях: 

10

)1(

1000 )(.................)(',)( 

  n

n UtyUtyUty . 

 

1.4.  Динамический расчёт пуска гидропривода  

с учетом времени запаздывания 

 

1.4.1. Уравнения математической модели 
 

В приведенных ниже формулах использованы следующие 

обозначения [9]: 

Qн – действительный расход насоса (см. рис.1.1): 

dн - внутренний диаметр гидролинии от насоса до гидроцилиндра  и 

от гидроцилиндра до бака; 

Е – приведенный объемный модуль упругости жидкости; 
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 - суммарный коэффициент местных сопротивлений гидролиний 

нагнетания и слива; 

Qm - теоретический расход насоса; 

Qгц - расход гидроцилиндра; 

t -  время; 

V1 -  скорость поршня гидроцилиндра при интегрировании уравнений 

движения; 

l - суммарная длина гидролинии от насоса до гидроцилиндра и от 

гидроцилиндра до бака; 

dзол -  диаметр золотника направляющего гидроаппарата; 

 -  плотность жидкости; 

п -  коэффициент местного сопротивления поворота гидролиний; 

Qун -  расход утечек насоса; 

Fп -  рабочая площадь гидроцилиндра; 

Re - число Рейнольдса при движении жидкости в гидролинии; 

Remax - число Рейнольдса при скорости Vt = Vmax; 

ркп -  давление настройки клапана КП (см. рис.1.1); 

lзол - ширина выступов золотников; 

К -  коэффициент эксцентричности положения золотников; 

n -  количество поворотов гидролиний; 

Qуз - расход утечек в зазоре между золотником и втулкой;  

Vmax - максимальная скорость поршня гидроцилиндра в конце его раз-

гона; 

S -  перемещение поршня гидроцилиндра; 

Smax -  максимальное перемещение при разгоне поршня; 

 -  коэффициент гидравлического сопротивления гидролинии;  

mах - максимальное значение коэффициента гидравлического сопро-

тивления гидролинии при V = Vmax; 

t -  шаг времени при интегрировании уравнений движения; 

 -  зазор между золотником и втулкой; 

о -  объемный КПД насоса Н (см. рис.1.1); 

R -  сила сопротивления, преодолеваемая поршнем гидроцилиндра с 

учетом постоянной составляющей сил трения; 

Qc -  средний расход насоса при повышении давления от нуля до 

давления РКП; 

М -  приведенная к поршню гидроцилиндра масса подвижных частей 

и жидкости, наполняющей гидролинии; 

р - потери давления на преодоление трения жидкости в гидросисте-

ме; 
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рmax -  потери давления при скорости V = Vmax; 

t п -  время пуска гидропривода; 

D, dп -  диаметр и приведенный диаметр поршня гидроцилиндра; 

d - диаметр штока гидроцилиндра; 

 -  коэффициент кинематической вязкости жидкости ; 

Мпч -  масса подвижных частей, связанных с поршнем гидроцилиндра; 

W -  объем масла, поступающего в нагнетательную гидролинию, при 

возрастании давления внутри нее от нуля до величины Ркп ; 

t зап - время запаздывания срабатывания гидропривода; 

а -  ускорение при разгоне поршня гидроцилиндра; 

аmax -  ускорение в начале разгона поршня;     

i - номер цикла интегрирования уравнений движения; 

t р -  время разгона поршня гидроцилиндра от нулевой скорости до 

Vmax.  

Время запаздывания срабатывания гидропривода зависит от 

объема масла V, поступающего в гидролинию, когда давление внут-

ри нее возрастает от нуля до давления ркп , настройки клапана КП при 

переключении распределителя из нейтральной позиции в позицию, 

обеспечивающую перемещение поршня гидроцилиндра. 

c

зап
Q

W
t


 , 

где    
Е

p
ldW

н

кп2

4



 ; 

 
узунтc

QQQQ  45,0 ; 
о

н

т

Q
Q


 ;  

нтун
QQQ  ;      

зол

зол

уз
l

pdK
Q










12

3

кп . 
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Максимальная скорость перемещения поршня гидроцилиндра 

при закрытом клапане КП 

п

гц

F

Q
V max , 

где  узнгц
QQQ  4 ;       

2

4
пп

dF 


 ;        
22 dDd

п
 . 

Уравнение движения поршня гидроцилиндра и связанных с 

ним подвижных частей при пуске гидропривода: 

  RppF
dt

Sd
M

кпп


2

2

, 

где       

4

2

4 











н

п

ппч
d

d
dlММ 


.                      

Второе слагаемое последнего соотношения оценивает приве-

денную к поршню массу жидкости, наполняющую гидросистему. 
24

5,0 































dt

dS

d

d
n

d

l
p

н

п

п

н

 , 

где 
п

н

n
d

l
   - коэффициент сопротивления гидросистемы. 

При ламинарном режиме движения масла в гидролинии, ко-

гда     Re  2320 

Re

64
  

При  турбулентном режиме, когда Re > 2320, 

4 Re

316,0
 ; 

2

Re 














н

пп

d

ddV


. 

Начальные условия для решения уравнения движения: 

0
dt

dS
V   при t = 0 . 

Решение уравнения движения позволяет найти время разго-

на поршня гидроцилиндра от нулевой скорости до Vmax.  

Время пуска гидропривода: 

рзапп
ttt  . 
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Программа расчета содержит  определение времени запаз-

дывания срабатывания гидросистемы tзап, максимальной скорости 

перемещения поршня гидроцилиндра Vmax, времени движения порш-

ня гидроцилиндра при разгоне p
t  и определение времени пуска гид-

ропривода  tп. 

Выход из цикла при решении уравнения движения происхо-

дит при достижении или превышении скоростью поршня максималь-

ного значения скорости Vmax (VVmax) при затянувшемся времени раз-

гона  tр  0,5 с, i   500, когда  t = 0,001 с, и при малой величине 

ускорения разгона ( а  0,2 м/с2). 

Вывод значений времени t, скорости поршня V, пройденного 

пути  S, потерь давления р, ускорения a, числа Рейнольдса Re, ко-

эффициента  производится через 0,005 с. 

 

1.4.2. Пример анализа результатов расчета 
 

Результаты расчета пуска гидропривода (зависимость от 

времени ускорения, скорости и перемещения поршня гидроцилиндра, 

а также числа Рейнольда) показаны на рис.1.2-1.5. 

Моделирование пуска гидропривода проводилось при раз-

личных давлениях настройки предохранительного клапана.  

На рис.1.2 линия а6,3 соответствует ускорению поршня гид-

роцилиндра при давлении настройки предохранительного клапана 

6,3 МПа, линия а5 - ускорению поршня при давлении настройки        

5 МПа, линия а4 - ускорению поршня при давлении настройки 4 МПа, 

линия а3 - ускорению поршня при давлении настройки 3 МПа. 

На рис.1.3 линия v6,3 соответствует скорости поршня гидро-

цилиндра при давлении настройки предохранительного клапана              

6,3 МПа, линия v5 - скорости поршня при давлении настройки 5 МПа, 

линия v4 - скорости поршня при давлении настройки 4 МПа, линия            

v3 - скорости поршня при давлении настройки 3 МПа. 

На рис.1.4 линия s6,3 соответствует перемещению поршня 

гидроцилиндра при давлении настройки предохранительного клапана 

6,3 МПа, линия s5 - перемещению поршня при давлении настройки          

5 МПа, линия s4 - перемещению поршня при давлении настройки          

4 МПа, линия s3 - перемещению поршня при давлении настройки           

3 МПа. 
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Рис.1.2. Зависимость ускорения поршня гидроцилиндра от времени 

 

 
Рис.1.3. Зависимость скорости поршня гидроцилиндра от времени 
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Рис.1.4. Зависимость перемещения поршня гидроцилиндра от времени 

 

 
Рис.1.5. Зависимость числа Рейнольдса от времени 

 

На рис.1.5 линия Re6,3 соответствует числу Рейнольдса при 

давлении настройки предохранительного клапана 6,3 МПа, линия         

Re5 - числу Рейнольдса при давлении настройки 5 МПа, линия Re4 - 

числу Рейнольдса при давлении настройки 4 МПа, линия Re3 - числу 

Рейнольдса при давлении настройки 3 МПа. 

Анализ результатов переходных процессов при пуске гидро-

привода показал, что при большем давлении процесс пуска осу-

ществляется более интенсивно. Так, при давлении настройки 6,3 МПа  
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ускорение поршня меняется с а=5,8 м/с2 в начале расчета до          

а=1,01 м/с2 при  t=0,195 с,  при давлении  настройки 5 МПа ускоре-

ние поршня меняется с а=3,68 м/с2 в начале расчета до а=0,963 м/с2 

при t=0,195 с, при давлении настройки 4 МПа ускорение поршня ме-

няется с а=2,18 м/с2 в начале расчета до а=0,877 м/с2 при t=0,195 с, 

при давлении настройки 3 МПа ускорение поршня меняется с      

а=0,678 м/с2 в начале расчета до а=0,46 м/с2 при t=0,195 с. 

Скорость поршня гидроцилиндра при давлении настройки  

6,3 МПа возрастает с нуля в начале расчета до v=0,643 м/с при 

t=0,195 с, при давлении настройки 5 МПа возрастает до v=0,473 м/с 

при t=0,195 с, при давлении настройки 4 МПа возрастает до          

v=0,316 м/с при t = 0,195 с, при давлении настройки 3 МПа возраста-

ет до v=0,114 м/с при t=0,195 с. 

Перемещение поршня гидроцилиндра за время t=0,195 с при 

давлении настройки 6,3 МПа составляет s=0,079 м, при давлении 

настройки 5 МПа составляет s=0,056 м, при давлении настройки         

4 МПа составляет s=0,035 м, при давлении настройки 3 МПа состав-

ляет  s=0,012 м. 

Число Рейнольдса за время t=0,195 с при давлении настрой-

ки 6,3 МПа достигает значения Re=8040, при давлении настройки         

5 МПа достигает значения Re=5910, при давлении настройки 4 МПа 

достигает значения Re=3950, при давлении настройки 3 МПа дости-

гает значения Re=1420. 

Анализ результатов расчета показал, что при всех давлениях 

настройки предохранительного клапана начало движения поршня 

гидроцилиндра происходит плавно. Колебательные процессы в гид-

равлической системе отсутствуют. Это дает возможность сделать вы-

вод об устойчивости процесса начала движения.  

 

 

 

 

 

1.5. Анализ графиков переходных процессов 
 

При анализе графика переходного процесса (рис.1.6) опре-
деляются основные параметры качества регулирования [10]: 
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1. Время переходного процесса tn, когда регулируемая вели-

чина достигает значения 
 )(05.0 tH , где H(t)=Ну -  установившее-

ся значение выходной величины, у
Н1,0 . 

 
Рис.1.6. Переходной процесс с данными  

для определения параметров качества  регулирования 

 
2. Вид переходного процесса: колебательный, монотонный, 

апериодический. 

3. Максимальная динамическая ошибка 

%100
)(

)()( max
max 








tH

tHtH
  , 

где H(t)мах  - максимальное значение выходной величины. 

4. Время первого согласования  t1, за которое регулируемая 

величина первый раз достигает значения H  . 

5. Время tм , за которое регулируемая величина возрастает 
до максимального значения Hмах . 

6. Частота колебаний в переходном процессе    

nt

n
 , 

где n – количество колебаний за время  tn. 

Так, на рис.1.6 2
tt

n
  - отрезок abc , 2n . 

7. Декремент затухания переходного процесса  










)()(

)()(
ln

max

max

tHtH

tHtH
d

i

, 

где  H(t)мах – максимальное значение выходной величины; H(t)  - 
установившееся значение выходной величины; H(t)мах i – сле-



 19 

дующее за H(t)мах  максимальное значение выходной величины, 

т.е. 

2

1ln
H

H
d  , см. рис.1.6. 

 
2. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОГО  

РАСЧЁТА ГПС МЕТОДАМИ  
ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
 

2.1. Линеаризация уравнений математической модели 
 

Все уравнения, которые входят в математическую модель, 
должны быть линейными. Математическая модель ГПС, как правило, 
включают нелинейные зависимости, например, нелинейные характе-
ристики местных сопротивлений (рис.2.1), где потери давления р 
нелинейно зависят от расхода Q.  

 

 
 

Рис.2.1. Характеристика местного сопротивления 
 

Для линеаризации нелинейной зависимости в окрестности  

произвольной точки 0 с координатами p0 ,Q0 используется участок 

линии, касательной к характеристике в точке 0. Коэффициент К в 

линейной зависимости 

QK
0

 pp  

определяется как отношение катетов 2-3 и 1-3 прямоугольного тре-

угольника 123: 

31

32




K . 

Линеаризацию функции y(x) можно производить с помощью 

ряда Тейлора. 

n

Y

n

n

YY

o
x

dx

yd
x

dx

yd
x

dx

dy
yxy

oo



0

...)( 2

2

2

. 

Q 
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В ряде Тейлора отбрасываются все слагаемые степень, кото-

рых выше первой, и тогда 

.

oydx

dy
K   

Если y(x,z) - функция двух переменных, то используется 

ряд Тейлора двух переменных: 

...),(

00










 z

z

y
x

x

y
yzxy

YY

o
 

Пример. Расход жидкости через дроссельное отверстие 

Q(Sgp,p) – нелинейная зависимость, которая линеаризуется при вы-

числении коэффициентов k1 и k2 [4], 

,
2

21
pkSkQpSQ

дрoдр



  

где μ – коэффициент расхода; Sgp - площадь проходного сечения 

дросселя; р – перепад давления на дросселе;   - плотность 

жидкости; 

;
2

0

1 o

Y
др

p
S

Q
k
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2

2
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2
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0

0

0
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 . 
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2.2. Типовые линейные звенья с примерами  

из гидро- и пневмопривода 

 

Любую ГПС можно представить состоящей из соединённых 

между собой типовых линейных звеньев. 

Наиболее часто используются линейные звенья: 

1) звено 2-го порядка; 

2) звено 1-го порядка;  

3) усилительное звено; 

4) интегрирующее звено; 

5) дифференцирующее звено. 

Система, составленная из этих звеньев, позволяет без реше-

ния уравнений  математической модели решить вопрос об  устойчи-

вости системы и получить переходное процессы ГПС. 

 
Рис.2.2. Схема звена второго порядка: М-масса; х- вход системы, перемещение 

левого конца пружины; у- выход системы, перемещение массы; Рпр – усилие сжа-

тия пружины; T – демпфирующая сила; Sп – площадь поршня демпфера 

 

Рассмотрим  силы, действующие на массу М (рис.2.2): 

- слева действует сила пружины; 

- справа- демпфирующая сила T. 

Рпр-Т=
2

2

dt

yd
M  - уравнение равновесия сил, приложенных к 

массе;  

Рпр=с(х-у);  ,
2

2

g

V
ST o

oп  
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где с – жесткость пружины; 
g

Vo

o
2

2

 - потери давления в отверстии; 

o - коэффициент местного сопротивления отверстия; oV - ско-

рость движения жидкости в отверстии. 

Будем считать, что режим движения жидкости в отверстии 

ламинарный, поэтому 

00

00

0
Re dV

AA







 , 

так как   




00Re

d
 , 

где 0
А  - постоянная отверстия;   – коэффициент кинематической 

вязкости (рис.2.3). 

 

Рис.2.3. Зависимость o
 (Re) демпфера 

 

После преобразований получим 

g

V

d

A
ST o

o

o

п
2



 . 

0
lg  
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Уравнение неразрывности для потока жидкости 

,
4

2

dt

dy
SdV
пoo




 

отсюда 

;

4

2 dt

dy

d

S
V

o

п

o 
  

,

2

3

2

dt

dy
B

dt

dy

gd

A
ST

o

o

п








  

где В=

gd

SA

o

no





3

2

2




 ; В- постоянная величина. 

 Тогда уравнение звена 2-го порядка имеет вид 

;)(
2

2

dt

yd
M

dt

dy
Byxc   

,
2

2

kxy
dt

dy

c

B

dt

yd

c

M
  

где  ,
1

c

B
T    ,2

c

M
T   k=1; Т1, Т2 –постоянные времени; к- ко-

эффициент передачи; все слагаемые последнего уравнения имеют 

размерность длины; постоянные 1
Т  и 2

Т  имеют размерность           

времени. 

В результате типовые линейные звенья имеют следующие 

уравнения: 

1) звено 2-го порядка .
12

2

2

2
kxy

dt

dy
T

dt

yd
T   (см. рис.2.2); 

2) звено 1-го порядка .kxy
dt

dy
T  (рис.2.4); 

3) усилит.звено y=kx, (рис.2.5); 

4) интегрирующие звено kx
dt

dy
T   или x

T

k

dt

dy
  (рис.2.6); 
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5) дифференцирующее звено  ky
dt

dx
  (рис.2.7). 

 

 

  

Насос        Гидродвигатель 

 
S1 S2        S2 

 
Рис.2.4. Схема звена  

первого порядка 

 

Рис.2.5. Схема усилительного звена: P1 и 

P2  - усилия на штоках насоса и гидродви-

гателя; S1 и S2 – площади поршней 

 

 

 

 

 
Рис.2.6. Схема интегрирующего зве-

на: Q – расход жидкости, поступаю-

щей в гидроцилиндр с площадью 

поршня Sп и перемещением y 

 

Рис.2.7. Схема дифференцирующего зве-

на: Х – перемещение штока гидроцилин-

дра; Sп – площадь поршня; Q=y – расход 

жидкости на выходе из цилиндра 
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Усилительное звено, показанное на рис.2.5, характеризуют 

соотношения: P2= P1

1

2

S

S
; P2=kP1, где К=

1

2

S

S
.  

Интегрирующее звено характеризуют соотношения: 

nS
dt

dy
Q  , см. рис.2.6, 

dt

dy

S

Q

n

 , что аналогично x
T

k

dt

dy
 , где  

Q=x; 
T

k

S
n


1

. 

Формула дифференцирующего звена 
dt

dx
SQ n , см. 

рис.2.7. 
Обычно уравнения звеньев представляются в операторной 

форме, которая имеет вид   

p
dt

d
  , 

тогда   

;py
dt

dy
   yp

dt

dt

dy
d

dt

yd 2

2

2 )(

 . 

В операторной форме уравнения звеньев: 

 kxypyTypT 1

22

2 звено 2-го порядка; 

 kxyTpy  звено 1-го порядка; 

kxy   -усилительное звено; 

 kxTpy интегрирующее звено; 

px=ky – дифференцирующее звено. 

Передаточная функция звена(системы) W со входом x  и вы-

ходом y выглядит: 
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Передаточная функция звена 2-го порядка: 

  kxpTpTy  1
1

22

2 , имеет вид 
1

)(
1

22

2 


pTpT

k
pW , т.е. 

 

 
Звена 1-го порядка: 

 
Усилительного звена: 

 
Интегрирующего звена: 

 
Дифференцирующего звена: 

 
 

2.3. Соединение линейных типовых звеньев 
 

Гидро-пневмосистема (ГПС) может быть представлена как со-

вокупность линейных типовых звеньев. Для любой ГПС можно соста-

вить структурную схему динамического анализа. Имея схему, можно 

определить передаточную функцию ГПС. 

Линейные типовые звенья можно соединить тремя способа-

ми: 

1) последовательно; 

2) параллельно; 

3) встречно-параллельно (с сумматором, который реализует 

обратную связь). 

2.3.1. Последовательное соединение типовых звеньев 
 

Передаточная функция соединения 
W=W1W2W3, 
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где  Wi , i = 1,2,3… - передаточные функции последовательно соеди-
нённых звеньев; W – передаточная функция последовательно-
го соединения. 

 
2.3.2. Параллельное соединение типовых звеньев 

 

Передаточная функция соединения: 
W=W1+W2+W3.  

 
2.3.3. Встречно-параллельное соединение типовых звеньев 

 

Встречно-параллельные соединения бывают двух видов: 
- с положительной обратной связью:  

 

где передаточная функция соединения 

21

1

1 WW

W
W


 , 

и с отрицательной обратной связью: 
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где обозначение  - инвертированный сумматор, а передаточная 

функция соединения 

21

1

1 WW

W
W


 . 

2.4. Амплитудно-фазовая  

частотная характеристика (АФЧХ) 

 

Задаётся вход ГПС: 
ti

x

st

x
eaeax  , 

где ах - амплитуда входного сигнала; S=i  - аргумент изображения 

функции после применения преобразования Лапласа; i – мни-

мая единица;  – круговая частота 0≤<. 

Поскольку  ГПС имеет линейную математическую модель, то 

выход системы: 

   ti

y
eay , 

где аy – амплитуда выходного сигнала;  )(M
a

a

y

x  ; φ(ω) – угол 

сдвига фазы. 

Если ω=0, то М – действительное число. 

Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ) – это 

годограф вектора М при изменении круговой частоты от нуля до бес-

конечности: 0 (рис.2.8). 
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Рис.2.8. Построение АФЧХ  

(где Р и iQ – оси действительных и мнимых чисел) 

 

Запишем уравнение АФЧХ, для этого проектируем вектор М 

на оси координат и геометрически складываем проекции. 
 iMeiMMiM  )sin(cossincos . 

 
 

2.5. Изображение передаточной функции ГПС 
 
 

Изображение передаточной функции ГПС, полученное с по-

мощью преобразования Лапласа, выражается формулой 







i

ti

x

ti

y
Me

ea

ea

x

y
SW 

 )(

)( , 

то есть уравнение АФЧХ является изображением передаточной функ-

ции системы. 

Приравняв нулю знаменатель передаточной функции замкну-
той системы, можно найти характеристическое уравнение замкнутой 

системы. 
 

2.6.  Устойчивость ГПС 
 

 

2.6.1. Понятие устойчивости 
 

Под устойчивостью гидропривода(пневмопривода) понимает-

ся его способность приходить в состояние устойчивого равновесия, 

после того как под влиянием какого-либо возмущающего воздействия 
привод был выведен из этого состояния. Возмущающие воздействия 

могут поступать: из внешней среды (например, изменение темпера-
туры), со стороны нагрузки (изменение массы, силы сопротивления), 

со стороны привода (изменение давления, расхода рабочей жидко-
сти), со стороны системы управления (изменение перемещения, ско-

ростей ускорения, органов управления). 



 30 

Проверка устойчивости проводится, как правило, до исследо-

вания переходных процессов с помощью критериев устойчивости, 

рассматриваемых в теории автоматического регулирования. Эти кри-

терии можно применять как к анализу устойчивости гидросистем с 

обратной связью, так и к анализу устойчивости движения любого 

гидроустройства или гидропривода без обратной связи [4, с.108].  

 

2.6.2. Примеры устойчивой и неустойчивой систем 
 

Понятие устойчивости иллюстрирует переходной процесс 

следящего гидропривода, схема которого показана на рис.2.9. 

 

 
Рис.2.9. Схема следящего гидропривода СГП: ГЦ – гидроцилиндр, Р – распредели-

тель, Б – бак, ИП – источник питания,  ОС – обратная связь (жёсткое соединение 

штока гидроцилиндра с корпусом распределителя)  

 

При перемещении золотника вправо откроются проточки а           

и в. Поршень гидроцилиндра повторит перемещение золотника, т.е. 

перемещение поршня y  равно перемещению золотника распредели-

теля Х при 0<t<t0 . 
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а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис.2.10. Разновидности переходного процесса торможения СГП: а – апериодиче-

ский, б – колебательный с затуханиями колебаний, в – колебательный с незатуха-

ющими колебаниями постоянной амплитуды, г – колебательный с колебаниями 

возрастающей амплитуды 

 

В момент времени 0
t  золотник распределителя Р останавли-

вается, Х=const, возвращение в равновесное состояние поршня гид-

роцилиндра происходит постепенно вследствие инерционности при-

вода (рис.2.10). Переходные процессы на рис.2.10, а, б свидетель-

ствуют о том, что привод устойчивый, кривая на рис.2.10,в указывает 

на возникновение незатухающих колебаний, а на рис.2.10,г – на по-

явление колебаний с увеличивающейся амплитудой. Эти варианты 

переходного процесса соответствуют неустановившемуся гидропри-

воду.   

На практике обычно возмущения, которым подвергается си-

стема, следуют непрерывно – одно за другим, и система не успевает 

вернуться в равновесное состояние. 
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Техническое определение устойчивости: система устойчива, 

если её выходные параметры ограничены по величине в условиях 

длительного функционирования системы при ограниченных по вели-

чине возмущениях, которым она подвергается. 

 

2.7. Методы решения задачи об устойчивости 

 

Для решения задачи об устойчивости ГПС используют: 

- гиперболу И.А.Вышнеградского, 

- диаграмму И.А.Вышнеградского,  

- критерий А.В.Михайлова, 

- критерий Э.Рауса и А.Гурвица, 

- критерий Г.Найквиста и другие методы [6, 7]. 

 

2.7.1. Гипербола И. А. Вышнеградского 
 

Гипербола И.А.Вышнеградского строится для характеристи-

ческого уравнения третьей степени (рис.2.11) 

a3S3 + a2S2 + a1S + a0 =0, 

приведеного к нормированному виду 

Z3 + АZ2 + ВZ + 1 , 

где  

3

0

3

а

а
 SZ ; 

3 2

30

2

аа 

а


А ; 

3
3

2

0

1

а

а

а
B


 . 
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Рис.2.11. Гиперболическая зависимость 

 

Величина Z пропорциональна S, Z~S=iω. Вместо Z подстав-
ляем iω: 

;01)()( 23   BiiAi  

тогда                      ;0123   BiAi  

или                         ;0)1()( 22   ABi  

можно считать, что           0)( 2  Bi   

откуда                                    
2B , 

и   01 2  A , откуда 
21


A

,  то есть 
A

B
1

  - гипербола. 

Если точка с координатами ,
aa

a

3 2

3

2

o

A      
3 2

3

1

aa

a

o

B   будет 

точно на гиперболе, то судить об устойчивости системы нельзя. 
Если точка с координатами А1, В1, расположена ниже гипер-

болы, то система неустойчива. 

Если точка с координатами А2 и В2, расположена выше ги-
перболы, то система устойчива (рис.2.11). 
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2.7.2. Диаграмма И.А. Вышнеградского 
 
Диаграмма Вышнеградского характеризует устойчивость си-

стем с характеристическим уравнением 3-й степени (рис.2.12). Ниже 
гиперболы система неустойчива. Выше гиперболы имеются три обла-

сти I-III. 

 
Рис.2.12. Диаграмма И.А. Вышнеградского 

 

I область - система устойчива, а переходной процесс аперио-

дический, выход системы  ty  получен  при ступенчатом входном 

воздействии х(t). Все корни характеристического уравнения действи-

тельны, т.е. три корня уравнения расположены на действительной 

оси Р, слева от линии оси iQ (показаны точками): 
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II область - переходной процесс монотонный: действитель-

ный корень расположен на действительной оси Р слева от мнимой iQ, 

два сопряжённых мнимых корня расположенны левее действительно-

го корня: 

 

 
III область – колебательный переходной процесс, один дей-

ствительный корень и два сопряжённых мнимых корня, расположен-

ных правее действительного корня: 

 

          
 

Точка а на диаграмме И.А.Вышнеградского имеет координаты А=3, 

В=3. Характеристическое уравнение в нормированном виде  

Z3+3 Z 2+3Z +1=0,  

или 

(Z+1)3=0. 

 

Уравнение имеет три корня, все они одинаковы и равны ми-

нус единице, т.е.  

Z1,2,3=-1. 
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Уравнения кривых, разграничивающих области I, II, III (см. 

рис.2.12) соответственно следующие: 

аb:  ,
21

2

3




A   ;

2
2

3



 
B  

ас:  ,
23



 
A     ;

21
2

3




B  

где      =1,2,3…; 

ad:  
A

A
B

9

272 3 
 . 

Программа MathCad для построения диаграммы И.А. Вышне-

градского приведена в приложении А. 

 

2.7.3. Критерий устойчивости А.В.Михайлова 
 

Характеристическое уравнение - это знаменатель передаточ-

ной функции W(S), который  приравнен нулю, т.е. если 

)(

)(
)(

SA

SB
SW  . 

то характеристическое уравнение 

A(S)=0,  

где S=iω, i= 1 , 0≤ω<∞. 

Критерий А.В. Михайлова: для устойчивости ГПС необходимо 

и достаточно, чтобы  годограф вектора A(S) при 0≤ω≤∞ начинался 

на положительной части вещественной оси и в направлении против 

часовой стрелки последовательно проходил n квадрантов комплекс-

ной плоскости, где  n- порядок характеристического уравнения 

(рис.2.13). 
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Рис.2.13. Годографы Михайлова для устойчивых систем 

 

Характеристическое уравнение имеет вид: 

при n=2       ;01

2

2  oaSaSa   

при n=3       ;01

2

2

3

3  oaSaSaSa   

при n=4      .01

2

2

3

3

4

4  oaSaSaSaSa   

В приложении Б приведен пример построения годографа Ми-

хайлова для устойчивой ГПС с характеристическим уравнением пятой 

степени. 

 

2.7.4. Критерий Э.Рауса – А.Гурвица 
 

Критерий Э.Рауса – А.Гурвица является алгебраическим. Для 

устойчивости ГПС  необходимо  и  достаточно,  чтобы  определители  
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матриц, составленные из коэффициентов характеристического урав-

нения, и все коэффициенты характеристического уравнения были 

больше нуля. 

Правило составления матриц: если имеется характеристиче-

ское уравнение n-го порядка 

,0...
1

1

1
 

 o

n

n

n

n
aSaSaSa  

то матрица составляется следующим образом: 

. 

Все пустые места заполняются нулями. Определители матриц 

более  низкого порядка получают вычеркиванием последних строк и 

столбцов. 

Все определители, которые получают таким способом, долж-

ны быть больше нуля. 

Пример. 

.01

2

2

3

3

4

4  oaSaSaSaSa  

0

210

321

43

4

000

0

0

00

a

aaa

aaa

aa

 ; 

10

321

43

3

0

0

aa

aaa

aa

 ; 

21

43

2
aa

aa
 ; 

.31 a  

Вычисление i производится по следующей формуле: 
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,)1(
1





n

k

kj

jk

kjn Ma  

где akj- элемент, который расположен в к-й строке, j-м столбце; 

Mkj-минор элемента akj, например, при 2n . 

;)1()1( 1

21

42

11

32 aaaa    

.14232 aaaa   

 

2.8. Анализ графиков  

вещественных частотных характеристик 

 

Переходной процесс, вызванный единичным ступенчатым 

воздействием (см. п.1.5), зависит от вида вещественной частотной 

характеристики (ВЧХ), поэтому качество регулирования можно оце-

нить по графику ВЧХ. Рассмотрим пять типовых особенностей ВЧХ. 

1. Значение ВЧХ при ω=0 совпадает с установившимся зна-

чением выходной величины (рис.2.14). 

2. При невозрастающей ВЧХ максимальная динамическая 

ошибка не превышает 18%  (см. рис.2.14). 

3. При ВЧХ с увеличением ω сначала возрастающей, а затем 

убывающей (имеющей максимум) (рис.2.15) 

     
  

%100
0Re

0ReRe max

max





W

WW 
 . 

  4. Если ВЧХ является непрерывной положительной функци-

ей с монотонно убывающей отрицательной производной  (рис.2.16) 

0>
  





d

Wd Re
 , 

то  переходной процесс монотонный. 
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5. Время монотонного переходного процесса tn будет меньше  

m

4
, 

где m  - частота, при которой Re(W(ω)) = 0. 

Для других процессов:  

m

n

m

t
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 . 

  
Рис.2.14. Невозрастающая вещественная частотная характеристика: ω – круговая 

частота, 0≤ω<; Re(W(0)) – значение ВЧХ при круговой частоте ω = 0 

 

 
Рис.2.15. Вещественная частотная характеристика, имеющая максимум 

  



 41 

 
 

Рис.2.16. Вещественная частотная характеристика является  

непрерывной положительной функцией с отрицательной, монотонно  

убывающей по абсолютной величине производной 

 

2.9. Построение переходных процессов  

по вещественным частотным характеристикам 

 

Переходной процесс можно построить, имея ВЧХ, при этом не 

решая систему уравнений математической модели, используя соот-

ношение: 

  
 




0

sin
2

)( 


dt
SWRе

tY . 

Интегрирование происходит от нуля до бесконечности. При 

решении на ЭВМ вместо нуля подставляем малое число (например, 

0,00001),а вместо бесконечности – конечное большое число. 

 Пример построения переходного процесса с использованием 

приведенного соотношения см. в приложении В. 

 

m 
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3. ДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЁТ СИЛОВОЙ ЧАСТИ  

ГИДРОПРИВОДА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТЕОРИИ 
АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

 

3.1. Расчетная схема 
 

Расчётная схема показана на рис.3.1, где в качестве гидро-

двигателя  использован одно- или двухштоковый гидроцилиндр, шток 
которого имеет массовую и упругую нагрузку.  

 

 
Рис.3.1. Расчётная схема силовой части гидропривода:  

ГЦ – гидроцилиндр; Р – распределитель; x , y –перемещение  
золотника распределителя и штока ГЦ 

 

Разработка расчетной схемы предусматривает проведение 
гидровлического расчета и выбор элементов гидропривода [1, 8]. 

 

3.2. Уравнения математической модели 
 

При рассмотрении расчётной схемы сделаны следующие до-
пущения математической модели: 

- гидроцилиндр жёстко закреплён и масса m жёстко соедине-
на с его штоком; 

- волновые процессы в жидкости не учитываются; 

- площадь поршня гидроцилиндра слева и справа принимаем 
одинаковой; 

- приведенный модуль объёмной упругости – постоянная ве-
личина, независящая от давления p: Е(р) = const. 

 Приняв эти допущения, можно записать уравнения матема-
тической модели,  которые представлены в линеаризованном виде. 
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Первое уравнение расхода жидкости через проточку а, кото-

рая перекрывается золотником распределителя Р: 
Qa = Ka1 (рп – р1) + Ka2Х , 

где Qa   –  расход жидкости через проточку а; Ka1 и  Ka2  –  коэффици-
енты пропорциональности в зависимости расхода от переме-

щения золотника х и давлений рп и  р1 ; pп  –  давление питаю-

щей установки, р1 – давление нагнетательной полости ГЦ; Х – 
перемещение золотника.  

 Уравнение расхода через прорезь b 
Qb = Kb1 (р2 – рсл) + Kb2Х, 

где Kb1 и  Kb2  –  коэффициенты пропорциональности в зависимости 
расхода через проточку b от перемещения золотника х, от дав-

ления р2 и  рсл ; рсл – давление слива (в баке), р2 – давление 
сливной полости ГЦ. 

На основании уравнения неразрывности расходы Qa и Qb рав-

ны расходу золотника Qзол: 
Qa= Qb= Qзол. 

Левые и правые части уравнений расхода Qa и Qb сложим, в 
результате придём к зависимости 

Qзол = Kзол1(рп - рсл - рн) + Kзол2Х , 
где рн – разность давлений р1  и  р2. 

Примечание: определение коэффициентов Kзол1 и  Kзол2 необ-
ходимо производить с использованием п.2.1 и уравнения характери-

стики 

 нсл ррpxdQ  пзолзол

2


 . 

Второе уравнение математической модели – уравнение рас-
ходов без учёта сжимаемости жидкости: 

                                              dу 

Qзол = Sп ∙ ——, 
                                              dt 

где Sп – площадь поршня гидроцилиндра; 
dt

dy
– скорость поршня. 
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Для сжимаемой жидкости 

                                 dу                V0       dрн 

Qзол = Sп ∙ ——  +  ——  ∙  —— , 

                                 dt          2E        dt 

где Е – приведенный модуль упругости жидкости;  V0 –  объём жидко-

сти, наполняющей систему (жидкость в полостях цилиндра и 

подводящих линиях). 

Третье уравнение математической модели – уравнение дви-

жения поршня ГЦ: 

      dу                                  m ∙ d2 у 

Sп ∙ рн – Ктр ∙  ——  – Сн  ∙   у = ————, 

                  dt                         dt2 

где Sп ∙ рн – сила  давления  жидкости  на  поршень   гидроцилиндра;  

   dу     

     Ктр ∙   ——   -    сила    трения;    Ктр   –    коэффициент    трения; 

   dt    

      Сн  ∙  у   –   сила  давления  пружины;  Сп   -  жёсткость пружины; 

       m ∙ d2 у 

    ———— - сила инерции. 

        dt2 

 

3.3. Преобразование уравнений математической модели 

 

Преобразуем уравнения математической модели, считая, что 

на входе силовой части гидропривода дроссельного регулирования 

ступенчатое перемещение золотника распределителя х, а на выходе 

перемещение штока гидроцилиндра – y: 

 
Путем необходимых алгебраических преобразований из трёх 

уравнений получаем одно уравнение, описывающее поведение гид-

ропривода, куда входит вход Х и выход У гидропривода. Во время 

преобразования используется операторная форма записи и преобра-

зование Лапласа: 

T1 ∙ S ∙ ( T2
2 ∙ S2 + 2 ∙ ζ ∙ T2 ∙ S + 1) ∙ у = х – Кн ∙ у, 

 

где Т1, Т2 – постоянные времени, определяемые соотношениями: 
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                                            Sп  

Т1 = —,           

                                           Кзол2                                      

yC

m
T 2 , 

где Cу – коэффициент, характеризующий гидроцилиндр, 

 

                                                            Е 

Cу = 2 ∙ Sп
2 ∙ ——; 

                                 V0 

Sп – площадь поршня; Е – приведенный объёмный модуль упругости; 

ζ – коэффициент сопротивления системы, 

y
Cm

V

E
mKK





 0

зол1тр
5.0

 ; 

Ктр - коэффициент трения нужно задавать, учитывая конструктивные 

и технологические особенности гидропривода; Кн – коэффициент 

нагрузки гидропривода;   

                       Кзол1 ∙ Сн 

Кн = ——————; 

                        Кзол2 ∙ Sп 

S = i ∙ ω – независимая переменная изображения по Лапласу. 
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3.4. Структурная схема динамического анализа 

 

Используя уравнение, описывающее поведение гидроприво-

да, составляем структурную схему динамического анализа (рис.3.2). 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3.2. Структурная схема динамического анализа силовой части гидропривода 

дроссельного регулирования 

 

Силовая часть гидропривода содержит три типовых линейных 

звена: 

W1 – интегрирующее звено, 

W2 – звено второго порядка, 

W3 – усилительное звено. 

Опираясь на структурную схему динамического анализа, 

определяем передаточную функцию системы. Передаточная функция 

определяется по правилам последовательного и встречно-

параллельного соединения звеньев (см. п.2.3). 

Структурная схема динамического анализа (см. рис.3.2) име-

ет обратную связь. На схеме гидропривода (см. рис.3.1) обратная 

связь отсутствует, поэтому обратная связь на структурной схеме 

рис.3.2 называется внутренней обратной связью. 

Используя полученную передаточную функцию, можно с по-

мощью критерия Михайлова или другим способом решить вопрос об 

устойчивости гидропривода. 

Так, передаточная функция силовой части гидропривода 

                                 W1(S) ∙ W2(S) 

W = ————————————  , 

                        1 + W1(S) ∙ W2(S) ∙ W3(S) 

где 1;  iiS  ;     0≤ ω <;  S  –  независимая переменная 

преобразования Лапласа. 

 

1 
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Передаточные функции звеньев: 

                                          1 

W1(S) = ———, 

                                         T1∙ S 
 

         1 

W2(S) = ————————————, 

                            T2
2 ∙ S2 + 2 ∙ ζ ∙ T2 ∙ S + 1 

 

W3(S) = Kн. 

Характеристическое уравнение силовой части гидропровода: 

1 + W1(S) ∙ W2(S) ∙ W3(S) = 0, 

после подстановки значений передаточных функций звеньев получа-

ем: 

 Кн 

1 + —————————————————— = 0, 

      T1 ∙ S ∙ ( T2
2 ∙ S2 + 2 ∙ ζ ∙ T2 ∙ S + 1) 

T1 ∙ S ∙ ( T2
2 ∙ S2 + 2 ∙ ζ ∙ T2 ∙ S + 1) + Кн = 0, 

T1 ∙  T2
2 ∙  S3 + 2 ∙ ζ ∙ T1 ∙ T2 ∙ S2 +  T1 ∙ S + Кн = 0, 

т.е. получили уравнение третьего порядка вида 

a3S3 + a2S2 + a1S + a0 =0, 

где a3 = T1 ∙  T2
2 ,  a2 = 2∙ ζ T1 ∙ T2, a1 = T1,     a0 = Кн. 

Используя это уравнение можно исследовать устойчивость с 

помощью критерия Михайлова (см. приложение Б), гиперболы и диа-

граммы Вышнеградского (см. приложение А). Используя веществен-

ную частотную характеристику Re(W(s)) и п.2.9 «Построение пере-

ходных процессов по ВЧХ», можно проанализировать переходной 

процесс, определив параметры качества регулирования (см. п.1.5). 

MathCad программа динамического расчета силовой части 

гидропривода приведена в приложении В. 
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4. ДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЁТ ГИДРОПРИВОДА С АВТОМАТИЧЕ-

СКИМ РЕГУЛИРОВАНИЕМ СКОРОСТИ ПОРШНЯ  
ГИДРОЦИЛИНДРА 

 
4.1. Расчетная схема 

  Расчётная принципиальная гидросхема автоматического регулиро-

вания скорости показана на рисунке 4.1. 
  

 
 
Рис. 4.1. Принципиальная схема автоматического регулирования ско-

рости поршня ГЦ 
Р - распределитель, Н - насос, КП – клапан предохранительно-

переливной, РР- регулятор расхода, р и р – давление жидкости в 

нагнетательной и сливной полостях гидроцилиндра,   - скорость 

движения поршня ГЦ, R – нагрузка на поршне гидроцилиндра, Qгц – 
расход жидкости гидроцилиндра, Qрег  - расход регулятора расхода, Б 

– бак, Sп – полщадь поршня. 
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  Двухштоковый ГЦ,  обеспечивает перемещение поршня в одну и в 

другую сторону с одинаковой скоростью. Для регулирования и стаби-
лизации скорости применяется регулятор расхода РР. который обес-

печивает постоянный перепад на дросселе, независимо от нагрузки и 
перемещёния. 

р1 Sп , р2 Sп  - силы давления действующие на поршень. При движе-

нии поршня с постоянной скоростью – установившемся движении. 
 

 р1 Sп , р2 Sп  - R = 0 – сила давления на поршень преодоле-
вает нагрузку R, откуда 

  
                                            R 

                          р2 = р1  - —— 
                                            S 

  

 
Будем считать, что установлен дроссель без регулятора расхода, то-

гда:  
 

 









п

1дрдр

2

S

R
pSQ


  , 

 

 

где μ – коэффициент расхода дросселя;   
 Sдр – площадь проходного сечения дросселя; 

ρ – плотность жидкости; 
р1 – давление в нагнетательной полости, можно считать постоянным. 

Sп – площадь поршня 
Тогда скорость движения поршня гидроцилиндра: 

                   

п

др

S

Q
  

- согласно полученной зависимости расход Qдр зависит от нагрузки R. 

В результате скорость зависит от нагрузки   (R), см. кривую 1 на 

рисунке 4.2. 
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Видно, что Скорость перемещения от

п

1др

max

2

S

pS 






    до 

нуля, когда нагрузка достигает максимального значения 

п1max SpR  . 

 
 

  
 

 

 
 

 

Рис. 4.2. Зависимость движения поршня  (R) от нагрузки R, если на 

схеме использовать дроссель без регулятора кривая 1, дроссель с 
регулятором (РР) – кривая 2. 

 
 
Если перед дросселем поставить регулятор (РР),  то при определён-

ной нагрузке скорость движения поршня будет постоянной, см. рису-
нок 4.2. кривую 2. 
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4.2. Уравнения математической модели 

 
 Допущения при написании мат. модели такие же как в пункте 3.2. 

 
Уравнение движения для привода с РР: 

 

                                                     d  

                 р1 S1 - R - Ктр ∙   = М ∙ ——, 

       dt 

 
где 

 Ктр ∙   – сила трения 

Ктр – коэффициент трения, учитывает трение поршня о стенки гидро-

цилиндра, трение штоков в уплотнениях, трение подвижных элемен-
тов исполнительных механизмов.  

 
                    

           М ∙ 
dt

d
 - сила инерции. 

                    

dt

d
 - ускорение поршня гидроцилиндра; 

М – приведенная масса перемещаемых частей состоит из: - 1) массы 

поршня и штока, 2)приведенной к поршню, массы подвижных дета-
лей исполнительного механизма, 3) приведенная к поршню масса 

жидкости, наполняющая полоти гидроцилиндра и соединённых с ним 
гидролиний. 

 
 

Уравнение расхода гидролинии - второе уравнение   математической 
модели. 

 

                                            Qрег = Qгц  -  Qсж  . 
 

 
где Qрег – расход регулятора расхода;   

Qсж – расход компенсирующий сжатие жидкости. 
 

Расход ГЦ:  
 

                              Qгц  = Sп ∙ ν 
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Расход сжатия: 

 
  Vc       dp2 

  Qсж = —— ∙ ——  , 

                                                      E        dt 
 

 
где Vc – объём жидкости гидросистемы; 

      Е – приведенный объёмный модуль упругости жидкости; 
  dp2 

 ——  - скорость изменения давления p2. 
   dt 

 

 
К приведенным уравнениям применяется преобразование 

Лапласа, а до этого используем операторную форму записи произ-
водных. 

Уравнение движения принимает вид: 
 

р1 Sп - р2 Sп - R - Ктр ∙ ν = М ∙  S ∙ ν, 
 

где  S – независимая переменная Лапласа, S = iω,   0≤ω<. 

 

Расход сжатия записывается виде: 
 

   Vc        
  Qсж = ——  ∙ S ∙ р2, 

                                                       E         
 

В результате преобразований получаем первое уравнение в записи, 
удобной для составления структурной схемы динамического анализа: 

 

 
             р1 Sп - р2 Sп - R =  ν ∙ Ктр (1+ Тц ∙S)  , 

 
 

где  Тц – постоянная времени ГЦ. 
 

                        М 
 Тц = ———. 

                                                       Ктр 
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4.3. Структурная схема динамического анализа 
 

 Структурная схема динамического анализа гидропривода АРС  (ста-
билизации) скорости поршня гидроцилиндра ГЦ показана на рисунке 

4.3.  

 
 

 
Рис. 4.3. Структурная схема динамического анализа гидропривода с 

АРС поршня ГЦ. 
На схеме: R – переменная величина – нагрузка на штоке гидроци-

линдра – входная величина;  – выход схемы. 

 

Структурная схема состоит из пяти звеньев: 
Двух усилительных звеньев с коэффициентом усиления Sп, интегри-

рующего звена с передаточной функцией 
W1(S) – передаточная функция Гц,  

звена регулятора  W2(S) – связывает расход регулятора Qрег с давле-
нием сливной полости гидроцилиндра р2,  

дифференцирующего звена W3(S) – звено, учитывающее сжимае-

мость жидкости 
Структурная схема с двумя обратными связями  -  Wос1(s) и Wос2(s). 
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Передаточная функция системы с учётом обратной связи Wос2(s) ; 

 
 

 
 W2(S) 

 Wос2(S) = —————————, 

                                   1 + W2(S) ∙ W3(S) 
 

 
  

               

)()(1

)(
)(1

)(
 (S)W

32

22

n1

1
ос1

SWSW

SW
SSW

SW




  

В результате: 
 

                                   W1(S) ∙ ( 1+ W2(S)  ∙ W3(S)) 
 W(S) =   —————————————— 

                                1 + W2(S) ∙ (W3(S) + W1(S) ∙ Sn
2) 

 
 

В приведенном соотношении все величины передаточных функций 
известны, кроме W2(S). Для определения W2(S) – передаточной 

функции регулятора, рассмотрим работу регулятора. 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 



 55 

4.4. Передаточная функция регулятора расхода 

 
 Полуконструктивная схема регулятора расхода РР показана 

на рисунке 4.4, где избыточное давление в баке принято равным ну-
лю, давление р2 на входе в регулятор равно давлению сливной поло-

сти гидрцилиндра. 

Золотник регулятора состоит из плунжеров, двух различных 
площадей: Sзол и S1, площадь  с= Sзол - S1 .       

 
 

 

  
Рис. 4.4. Полуконструктивная схема регулятора расхода РР. 

h – перемещение золотника регулятора 

ДМ – дроссель (демпфер) – предназначен для демпфирования коле-
баний золотника регулятора. 

 
Силы давления жидкости на площади S1 и S2 , уравниваются 

силой давления пружины регулятора. 
Для вычисления силы инерции действующей на золотник ре-

гулятора, необходима масса золотника, которая вычисляется по фор-

муле: 
  

                                           стзол211  ShShm , 
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где 
2

1
4

dS 


 , 
2

зол
4

DS


 ,  размеры D, d, h1, h2 показаны на 

рисунке 4.5; 
ρст = 7800 кг/м3 – плотность стали. 

 
При написании уравнений мат. модели сделано допущение, что ввиду 

малости площади S1 принято:  

                                  0т.е.S, 12зол  SS  

При увеличении нагрузки R на штоке ГЦ, золотник регулятора опус-

кается вниз и сопротивление регулятора уменьшается, это приводит 
к стабилизации скорости поршня ГЦ. 

В результате работы регулятора, перепад  давления на ДР остаётся 

постоянным и составляет 0.2 МПа (2 техн. атмосферы) 
  

 
 

 

 
 

Рис. 4.5. К вычислению массы золотника регулятора. 

 

Линеаризованные уравнения математической модели РР 
имеют следующий вид:  

                                       6 уравнений 
1.Qpег=k31(p2-pа)-k32h; 
2.Qpег=Qдр; 
3.Qдр=kдрpa; 
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4.Sзол дмQ
dt

dh
 ; 

5.Qдм=kдм(pa-pв); 

6.рв Sзол-ch=m 
2

2

dt

hd
, 

где Qpег, Qдр, Qдм – расходы регулятора, дросселя и демпфера; 

p2, pа, pв – давление на входе в РР, точках а и в; 
k31 и k32 – коэффициенты расхода через окно закрываемое золотни-

ком регулятора, по давлению и перемещению золотника; 
kдр и kдм – коэффициенты расхода дросселя и демпфера; 

с – жёсткость пружины регулятора. 
В эти уравнения вводится оператор дифференцирования и использу-

ется преобразование Лапласа: 

 
1. Qpег=k31(p2-pа)-k32h; 

2. Qpег=Qдр; 
3. Qдр=kдрpa; 

4. дмзол QShS  ; 

5. Qдм=kдм(pa-pв); 

6. рв Sзол-ch=m ;2hS  

 

В шести уравнениях семь неизвестных величин: 
Qpег,  p2, pa, h, Qдм, Qдр, рв, поэтому из системы шести уравнений мож-

но найти передаточную функцию регулятора расхода. 
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T2,T1 - постоянная времени; 

 

;
21

1
KCK
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2 , 1 - коэффициенты сопротивления; 

 

;2
C

m
T   

;
2

2 2

2
mCК

S

дм

зол
 

Для обеспечения устойчивости системы и её быстродействия 
необходимо, чтобы коэффициенты сопротивления  были как можно 

больше, а постоянные времени как можно меньше. Как показывает 

анализ соотношений для величин Т , Т и 2 , 1  поставленным усло-

виям отвечает увеличение площади золотника Sзол и уменьшение 

массы золотника m. Такими параметрами обладает форма золотника 
показанная на рисунке 4.5. 

    Имея функцию W2(S), можно вычислить передаточную функцию 
системы стабилизации скорости.   
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Далее можно решить задачи динамического расчёта системы: 

1. Вопрос устойчивости системы. 
2. Определение параметров качества регулирования.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 
 

MATHCAD ПРОГРАММА ПОСТРОЕНИЯ  

ДИАГРАММЫ И.А. ВЫШНЕГРАДСКОГО 
 

F G( )
1 2 G

3


G
2

 E G( )
G

3
2

G


B A( )
1

A


C D( )
2 D

3
 27

9 D


A 0.001 0.15 10

D 0.001 0.15 3

G 1 10

a3 0.5 10
4



a2 0.01

a1 0.3

a0 1

A1
a2

a0 a3
2

 
0.33



A1 6.897

B1
a1

a0
2

a3 
0.33



B1 7.879
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 
 

MATHCAD ПРОГРАММА ПОСТРОЕНИЯ ГОДОГРАФА МИХАЙЛОВА 

 

D p( ) 0.00001 p
5

 0.0008 p
4

 0.05 p
3

 3 p
2

 40 p 1000 

w 0 6 100

4000 2000 0 2000 4000

2000

1000

1000

2000

Im D i w( )( )

0

Re D i w( )( ) 0  
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 

 
MATHCAD ПРОГРАММА ДИНАМИЧЕСКОГО РАСЧЕТА  

СИЛОВОЙ ЧАСТИ ГИДРОПРИВОДА 
 

T2 2.601 10
3



T2
M

Cc









0.5



T1 0.722

T1
Sp

Kz2


Kz2 5.329 10
3



Kz2 Mu 3.14 Dz 2
Pno Pkp

Ro










0.5



Kz1 3.33 10
8



Kz1
Mu 3.14 Dz Xzo

2 Ro Pno Pkp( )[ ]
0.5



Cc 2.217 10
7



Cc 2 E
Sp

2

Vo


Vo 2.002 10
3

Vo 0.5 Sp L Str l

Str 7.85 10
5



Str 0.785 Dtr
2



Sp 3.847 10
3



Sp 0.785 D
2



Mu 0.9 Dz 0.02 Ro 900 Pkp 4 10
6

 M 150

E 1.5 10
9



L 1 l 1 Dtr 0.01 Ktr 1000

Cn 9000 Xz 0.005 D 0.07

Pno 0.999999 Pkp Pno 4 10
6



Xzo 0.01 Xz Xzo 5 10
5
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W2 s( )
1

T2 s( )
2

2 Dze T2 s 1



W1 s( )
1

T1 s


Im Mi i w( )( )

0

Re Mi i w( )( ) 0

w 0 2 25

Mi s( ) a3 s
3

 a2 s
2

 a1 s 1 

a3 1.284 10
4



a3
T1 T2

Kn


a2 0.017

a2
2 Dze T1 T2

Kn


a1 0.049

a1
T1

Kn


a0 1

Kn 14.624

Kn
Kz1 Cn

Kz2 Sp


Dze 64.919

Dze
Dze1 Dze2

M Cc( )
0.5


Dze2 3.744 10

6


Dze2 Kz1 M
E

Vo
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G s( )
W1 s( ) W2 s( )

1 W1 s( ) W2 s( ) Kn( )


w 0.001 0.1 10

Re G i w( )( )

0

w

Y t( )
2

3.14

0.01

15

w
Re G i w( )( )

w
sin w t( )






d

t 0 0.1 3

Y t( )

Re G i 0.001( )( )

0

t
 

 


